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理論背景いくつか
YUIMAで SDEを擬似生成

3 補遺
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離散時間ランダムウォーク

Sn =
n∑

j=1

ϵj

i.i.d.確率変数 ϵ1, ϵ2, . . .

独立定常増分性を持つ：Sk − Sl =
k∑

i=l+1

ϵi

1 Sj1 − Sj0, Sj2 − Sj1, . . . , Sjn − Sjn−1
は独立 (n ∈ N)

2 Sjk − Sjk−1
∼ Sjk−jk−1

(k ∈ N)
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Lévy過程：連続時間ランダムウォーク

Xt =
n∑

j=1

(Xtj −Xtj−1
) =:

n∑
j=1

∆n
jX

Lévy過程 X = (Xt)t≥0, X0 = 0

(L1) 独立定常増分性 (0 = t0 < t1 < · · · < tn; n ∈ N)
1 Xt1 −Xt0, Xt2 −Xt1, . . . , Xtn −Xtn−1 は独立．
2 各 jについてXtj −Xtj−1 ∼ Xtj−tj−1

(L2) 確率連続性
t ≥ 0，s → tのときXsはXtへ確率収束する

Xが「µ-Lévy過程」 ⇐⇒ X1 ∼ µ (無限分解可能分布!)
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Lévy過程の実体?

Lévy-伊藤の分解定理

Xt = bt+
√
awt︸ ︷︷ ︸

正規因子

+ Jt︸︷︷︸
非正規因子

(wt)t∈[0,1]の一つの表現（Karhunen-Loève展開）：

wt =
√
2

∞∑
k=1

sin {(k − t/2)π}
(k − 1/2)π

Zk, t ∈ [0, 1]

Z1, Z2, · · · ∼ i.i.d. N(0, 1)

一般の Lévy過程の場合のパスの「級数表現」も複数あるが，
非常に複雑で抽象的！
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YUIMAによるLévy過程の擬似生成へ向けて

Xt = bt+
√
awt + Jt

Xt1, Xt2, . . . , Xtnを擬似生成したい．
0 = t0 < t1 < · · · < tn = t

Xt (t > 0) を擬似生成できれば十分．

Xt =

n∑
j=1

(Xtj −Xtj−1) =

n∑
j=1

∆n
jX

YUIMAにおける Lévy過程の擬似生成関数
rng関数（random number generator）の help
Iacus and Yoshida (2018, Chapter 4)
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Example 1: 複合Poisson過程

Xt =
Nt∑
j=1

ϵj

強度λ > 0のPossion過程 N : Nt ∼ Pois(λt)

ϵ1, ϵ2, · · · ∼ i.i.d. µ; µ({0}) = 0, N と独立．
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Example 2: 逆正規Lévy過程

時刻 tでの分布の密度関数（Xt ∼ IG(δt, γ), δ, γ > 0）：

y 7→
δteδtγ
√
2π

y−3/2 exp

{
−

1

2

(
(δt)2

y
+ γ2y

)}
, y > 0.
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Lévy 過程 確率微分方程式：Lévy 過程の汎関数 補遺

Ex. 3: Normal inverse Gaussian Lévy過程 Y（NIG-Lévy過程）

正規分散平均混合：

Yt = µt+ βZt + wZt

Z: IG(δ, γ)-Lévy過程
w: Z と独立な標準Wiener過程

Ytの分布の密度関数：

y 7→
αδt exp{δt

√
α2 − β2 + β(y − µt)}K1(αψ(y; δt, µt))

πψ(y; δt, µt)

α2 := γ2 + β2

ψ(y; δt, µt) :=
√

(δt)2 + (y − µt)2
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Lévy 過程 確率微分方程式：Lévy 過程の汎関数 補遺

Lévy過程の汎関数：確率微分方程式

Stochastic Differential Equation (SDE)

dXt = a(Xt)dwt + b(Xt)dt+ c(Xt−)dJt(
Xt = x0 +

∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
a(Xs)dws +

∫ t

0
c(Xs−)dJs

)

∫ t

0
Ys−dJs := lim

n→∞
p

n∑
j=1

Y(j−1)t/n

(
Jjt/n − J(j−1)t/n

)
(a, b, c)の Lipschitz条件 ⇒ 一意な強い解が存在：

Xt = F (x0, w, J)t （Applebaum, 2009, Chapter 6）

エルゴード性（不変分布の存在，大数の法則）：Kulik (2018)
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Euler-丸山近似

YUIMAの simulate関数で SDEの解Xを擬似生成可能：

Xtj+1 ≈ Xtj−1 + b(Xtj−1)(tj − tj−1)

+ a(Xtj−1)∆jw + c(Xtj−1)∆jJ

maxj≤n(tj − tj−1)は十分小さくとる（理論上必要）．
0 = t0 < t1 < · · · < tn = t

各ステップにおいて∆jJ の乱数が必要．
YUIMAの simulate関数は Lévy過程 rngを使用．
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Example 4: 複合Poisson型ジャンプ付き拡散過程

dXt = {sin(Xt) −Xt} dt+ 2dwt − dJt

Jt ∼ Γ(3t, 3)：Gamma subordinator
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Example 5: 幾何Lévy過程（⋑ 幾何Brown運動）

Lévy過程Xt = bt+
√
awt + Jtで駆動される SDE

dYt = Yt−dXt, Y0 = 1 :

Yt = exp

(
Xt −

a

2
t

) ∏
0<s≤t

(1 + ∆Xs)e
−∆Xs

直接 Euler-丸山法を適用して擬似生成する．
アブストの code要修正
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Example 6: 無限分散SDE

非正規安定 Lévy過程：時点 t > 0での特性関数が

u 7→


−(t1/ασ)α|u|α

(
1 − iβsign(u) tan

απ

2

)
+ iµtu, α ̸= 1

−tσ|u|
(
1 + i

2β

π
sign(u) log |u|

)
+ iµtu, α = 1

(α, β, σ, µ) ∈ (0, 2) × [−1, 1] × (0,∞) × R;
α > 1 ⇒ 有限平均 & 無限分散
α = 1 ⇒ Cauchy Lévy過程（歪んでいる可能性も）
α < 1 ⇒ 無限平均

dXt =
−Xt√
1 +X2

t

dt+ dJt
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Example 7: 2次元非線形係数の例

Xが 2次元 (d次元) でも Euler-丸山近似の原理は同じ：

Xtj+1
≈ Xtj−1

+ b(Xtj−1
)(tj − tj−1)

+ a(Xtj−1
)∆jw + c(Xtj−1

)∆jJ

YUIMAの乱数生成関数 rng は，NIG-Lévy過程ほか数種類
の多次元 Lévy過程の擬似生成が可能．

d
(X1

t

X2
t

)
=

 −2X1
t

0.3X1
t − 1/

√
1 + (X2

t )
2

 dt +

(
1/
√

1 + (X1
t )

2 −0.5

0 1

)
dJt
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rngでトラブル?

help(rng)

上原 悠槙 (y-uehara@ism.ac.jp)
増田 弘毅 (hiroki@math.kyushu-u.ac.jp)

SDEモデリング・推測 オプション（建設中，進行中）
残差系列に基づく検定：「ノイズはブラウン運動?」
上原氏による qmleLevy
定常分布（エルゴード性）のフィッティング

可逆 (reversible) diffusion
Lévy-Ornstein-Uhlenbeck過程

■
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