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概 要

Lévy (レヴィ) 過程はWiener過程や複合 Poisson過程，その他多くの非正規ノイズ過程を
包含するだけでなく，より広範な連続時間Markov過程などの構成要素としての役割も持つ．
本講演では，Lévy過程と関連するモデルの基本事項，および YUIMAパッケージを用いた擬
似生成法について，いくつかの具体例を通じて概説する．

1 Lévy過程

確率変数X,Y と分布をあらわす記号 F に対して，X ∼ Y でX の分布と Y の分布が等しいこ

とを，またX ∼ F でX の分布が F であることをあらわす．

1.1 Lévy過程の定義

離散時間ランダムウォーク

Sn =
n∑

j=1
ϵj , S0 = 0 (1.1)

は i.i.d.確率変数 ϵ1, ϵ2, . . . が離散時間軸 {0, 1, 2, . . . }に沿って 1つずつ加わっていくものであり，
独立定常増分性を持つ：任意の有限時点 0 = j0 < j1 < · · · < jnに対して，

• Sj1 (= Sj1 − Sj0), Sj2 − Sj1 , . . . , Sjn − Sjn−1 は独立．

• 各 kについて Sjk
− Sjk−1 ∼ Sjk−jk−1

離散時間軸 {0, 1, 2, . . . }を連続時間軸 [0,∞)に差し替えたものが Lévy過程であり，この意味で
Lévy過程は連続時間ランダムウォークとみなせる：原点から出発する実数値確率過程X = (Xt)t≥0

が Lévy過程であるとは，以下の 2つの条件が成り立つことである．

(L1) 独立定常増分性．任意の有限時点 0 = t0 < t1 < · · · < tnに対して，

1. 増分Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 は独立．

2. 各 jについてXtj −Xtj−1 ∼ Xtj−tj−1

(L2) 確率連続性．各 t ≥ 0について，s → tのときXsはXtへ確率収束する.

Lévy過程の定義自体は簡単なものであるが，それから膨大な結果が得られ，確率過程論の基礎
理論体系の一角を占めている ([9], [7])．
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1.2 Lévy過程の定義に関する諸注意

任意の時点 t > 0と有限時点 0 = t0 < t1 < · · · < tn = tに対して

Xt =
n∑

j=1
(Xtj −Xtj−1) =:

n∑
j=1

∆n
jX (1.2)

とあらわせるので，性質 (L1)は離散時間のときと見かけ上同じである．しかしここでは時点の「連
続的な」任意性を要求されているためグリッドが固定されている離散時点の場合とやや状況が異

なり，確率連続性 (L2)が追加されている．この性質は事前に固定されたジャンプ時点を持たない
という要請である：各 t > 0に対して，X が tでジャンプする確率は 0．例えば，離散時間のとき
の (1.1)を連続時間軸へ埋め込んだランダムな階段関数Xt =

∑[t]
j=1 ϵj はこれを満たさず，Lévy過

程ではない（[t]は tの整数部分）．

確率変数Y の分布が無限分解可能であるとは，任意のnに対してある i.i.d.確率変数列 ϵn,1, . . . , ϵn,n

が存在して

Y ∼
n∑

j=1
ϵn,j

が成り立つことである．微小な誤差の累積から生じる現象の統計推測において，無限分解可能性

は重要な概念である．

すでにみたことから，任意の tについてXtの分布は無限分解可能になるが，より著しい以下の

主張が成り立つ（t = 1は本質的ではない）：

任意の Lévy過程X に対してある無限分解可能分布 µ ∼ X1が 1つ定まり，逆に, 任
意の無限分解可能分布 µに対して µ ∼ X1となる Lévy過程X が一意に定まる．

以下では，実数上の無限分解可能分布µが与えられたとき，µ ∼ X1となるLévy過程 X = (Xt)t≥0

を「µ-Lévy過程」とよぶことにする．正規分布の他にも，複合Poisson分布，安定分布，(Student-
)t分布，一般化逆正規分布，一般化双曲型分布 [10]など，応用において現れる多くの分布が無限
分解可能であることが知られている．ここで注意しておくべき点は，X が µ-Lévy過程でも, Xt

(t ̸= 1) の分布は µの分布族から外れるかもしれないことである．例えばXが t-Lévy過程の場合，
Xt (t ̸= 1) の分布は一般に t分布ではない（t分布は再生性を持たないことに起因する）．

1.3 YUIMAによるLévy過程の擬似生成

任意の時点 t > 0と有限時点 0 = t0 < t1 < · · · < tn = tに対して (Xtj )n
j=0，または同値な意味

で独立確率変数列∆n
1X, . . . ,∆n

nX を擬似生成したい．独立定常増分性により，任意の t > 0に対
してXtを擬似生成できれば十分である：∆n

1X, . . . ,∆n
nX を生成するには，独立に

Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

を生成すればよい．一般の無限分解可能分布は，正規分布と非正規無限分解可能分布の畳み込み

としてあらわされる．Lévy過程の場合X，これはある定数 a ∈ R, b ≥ 0, および畳み込みに正規
因子を持たない Lévy過程 J によって

Xt = at+
√
bwt + Jt, t ≥ 0, (1.3)
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とあらわされることを意味する（Lévy-伊藤の分解定理）．したがって Jtの擬似生成だけ考えれば

よいが，一般には J の構造は高度に複雑になり得る（A.1, A.2節参照）．
YUIMAには以下の Lévy過程の擬似生成関数が複数備わっている．ここではいくつか選んで
例示する．YUIMAパッケージの rng関数（random number generator）のヘルプファイルや [4,
Chapter 4]もあわせて参照されたい．

1.3.1 複合Poisson過程

平均 λ > 0の Poisson分布は無限分解可能であり，対応する Lévy過程N = (Nt)は強度 λ > 0
のPossion過程とよばれる．強度 λ, ジャンプ分布 µを持つ複合Poisson過程X は

Xt =
Nt∑

j=1
ϵj

で定義される．ここで ϵ1, ϵ2, . . . は µ({0}) = 0を満たす共通分布 µを持つ i.i.d.確率変数列で N

と独立なものである．Xのサンプルパスは階段関数である：区間 [0, t]において，まずジャンプ時
点の個数と場所 0 < τ1 < · · · < τNt ≤ tがN によって決まり，そして各ジャンプ時点でのジャン

プサイズは ϵ1, . . . , ϵNt で与えられる．なお，ジャンプ時点間隔の列 τ1, τ2 − τ1, τ3 − τ2 . . . は平均

1/λの指数分布に従う．

## Example 1: Compound Poisson jumps
set.seed(123)

mod.cpp <- setPoisson(intensity = "lambda", df = list("dnorm(z,mu,sigma)"))

T <- 10 # terminal sampling time
samp <- setSampling(Initial = 0, Terminal = T, n = 100*T)
cpp <- setYuima(model = mod.cpp, sampling = samp)

param <- list(lambda = 10, mu = 0, sigma = 2)

X.cpp <- simulate(cpp, xinit = 0, true.parameter = param)
plot(X.cpp, col = "blue", main="Compound Poisson process")
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一般に Lévy過程は有界時間区間上で可算無限個のジャンプ時点を持つ場合があり，その場合は
複合 Poisson過程ではない（A.1節参照）．以下，そのような非正規 Lévy過程の具体例を 3種類
紹介する．

1.3.2 逆正規 Lévy過程

逆正規 Lévy過程はサンプルパスが単調増加する Lévy過程の一例で，時点 t > 0での分布が

y 7→ δteδtγ

√
2π

y−3/2 exp
{

− 1
2

((δt)2

y
+ γ2y

)}
, y > 0, (1.4)

で与えられる．ここで δ, γ > 0はパラメータである．ちなみに，単調増加 Lévy過程は英語では
subordinatorとよばれる．

## Example 2: IG-Levy process (subordinator)
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000
jump <- "1"

mod.ig <- setModel(drift = "0", diffusion="0", jump.coeff = jump, solve.variable = "x",
state.variable = "x", measure.type = "code", measure = list(df="rIG(z,3,3)"))

samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
ig <- setYuima(model=mod.ig, sampling=samp)

X.ig <- simulate(ig, xinit=0)
plot(X.ig, col="blue", main="IG-Levy process (Subordinator)")
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1.3.3 Normal inverse Gaussian Lévy過程（NIG-Lévy過程）

NIG-Lévy過程は，ドリフト付きWiener過程 βt + wt を，時点 tで密度関数 (1.4)を持つ逆正
規-Lévy過程 Z = (Zt)によって従属操作を介して得られる．ここでの従属操作は，増加 Lévy過
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程とそれと独立な Lévy過程から新たな Lévy過程を構成する一般的な方法である [9, §8.2]．非ラ
ンダムな平行移動を加え，NIG-Lévy過程 Y = (Yt)は以下で定義される：

Yt = µt+ βZt + wZt

これは Ytが Ztの正規分散平均混合であることを意味する：Z と独立な η ∼ N(0, 1)に対して

Yt ∼ µt+ βZt +
√
Ztη

ここでパラメータ βは歪みを，また µは位置をあらわす．このとき，時点 t > 0に対して Ytの分

布の密度関数は以下で与えられる：

y 7→ αδt exp{δt
√
α2 − β2 + β(y − µt)}K1(αψ(y; δt, µt))

πψ(y; δt, µt)
, y ∈ R,

ここで α2 := γ2 + β2, ψ(y; δt, µt) :=
√

(δt)2 + (y − µt)2であり，またK1(x), x > 0, は以下の積
分で与えられる特殊関数である（Rでは besselK(x, 1)）：

K1(x) = 1
2

∫ ∞

0
exp

{
−x

2

(
y + 1

y

)}
dy

## Example 3: NIG-Levy process
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000
jump <- "1"

mod.nig <- setModel(drift = "0", diffusion="0", jump.coeff = jump, solve.variable = "x",
state.variable = "x", measure.type = "code", measure = list(df="rNIG(z,3,0,3,0)"))

samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
nig <- setYuima(model=mod.nig, sampling=samp)

X.nig <- simulate(nig, xinit=0)
plot(X.nig, col="blue", main="NIG-Levy process")
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1.3.4 非正規安定 Lévy過程

最後に（非正規）安定 Lévy過程を紹介する．安定 Lévy過程 J は 4次元パラメータ

(α, β, σ, µ) ∈ (0, 2) × [−1, 1] × (0,∞) × R

に依存し，時点 t > 0での特性関数が

u 7→


−(t1/ασ)α|u|α

(
1 − iβsign(u) tan απ

2

)
+ iµtu, α ̸= 1,

−tσ|u|
(

1 + i
2β
π

sign(u) log |u|
)

+ iµtu, α = 1,

で与えられる Lévy過程である．パラメータについて，αは安定指数（モデルの自己相似指数，ま
たは分布の裾の厚さをあわらす），βは歪み度，σはスケール，µは位置をあらわす．安定分布に

ついては効率の良い乱数生成法が知られており，YUIMAにも実装されている．
2.4節で安定 Lévy過程で駆動される確率微分方程式モデルの擬似生成を行う．

2 Lévy過程の汎関数

i.i.d.確率変数列から様々な時系列モデルが，またWiener過程から拡散過程が構成されるよう
に，Lévy過程は連続時間従属性モデリングにおける基本的な構成要素となる．

Lévy過程に関する確率積分（伊藤積分）の理論により，積分方程式

xt = x0 +
∫ t

0
a(xs)ds

に対して，Lévy過程の畳込み因子であるwおよび J (cf. (1.3)) と十分滑らかな可測関数 b, cでラ
ンダムな摂動を考えることができる：

Xt = x0 +
∫ t

0
a(Xs)ds+

∫ t

0
b(Xs)dws +

∫ t

0
c(Xs−)dJs.

ここで右辺第 3, 4項はそれぞれw, J に関する確率積分をあらわす (A.3節)．この積分方程式を微
分形式

dXt = a(Xt)dt+ b(Xt)dwt + c(Xt−)dJt (2.1)

であらわすのが慣例となっている．(2.1)は，(w, J)で駆動される確率微分方程式 (Stochastic
Differential Equation; SDE)とよばれる．係数関数 a, b, cの Lipschitz条件のもとで (2.1)は
一意な解を持ち，それは初期変数 x0, Wiener過程 w, 純粋ジャンプ型 Lévy過程 J の汎関数とし

て実現される [1, Chapter 6]．最近ではエルゴード性（不変分布の存在など）に関する理論結果も
様々知られている（A.4節）．

2.1 Euler-丸山法

拡散過程の場合のように，YUIMAの simulate関数を用いて Lévy駆動型 SDE (2.1)の解Xの

サンプルパスを擬似生成することができる [4], [8]．ここでは十分細かい時間幅でXをEuler-丸山
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法で擬似生成する例を紹介する．そこからのサブサンプリングも拡散過程の場合とまったく同様

に実行できる点に注意しておく．

固定期間 [0, T ]上で解Xの標本路をXt1 , . . . , Xtnをもって擬似生成したい場合，maxj≤n(tj−tj−1)
が十分小さいもとで Euler-丸山近似

Xtj+1 ≈ Xtj−1 + a(Xtj−1)(tj − tj−1) + b(Xtj−1)∆jw + c(Xtj−1)∆jJ

で逐次的に擬似生成していくことになるが，各ステップにおいて∆jJの乱数が必要である．YUIMA
の simulate関数では，これを Lévy過程シミュレータによって擬似生成して用いる．

一般に，観測幅 hで離散サンプリングした場合の時系列モデルを考える際，h → 0の下で SDE
モデル (2.1)で近似できることがある．例えば計量経済で有用な収益率変動を記述するGARCHモ
デルは，拡散近似可能（c ≡ 0）であることが古くから知られている [6]．これにより，例えば拡散
過程は定常分布の特定が容易であるなど，極限モデルの有益な面を元々の離散時間時系列モデル

へ近似的に反映させることが可能となる．

2.2 複合Poisson型ジャンプ付き拡散過程

J を符号反転したものが強度 λ = 10, ジャンプ分布 Γ(3, 3)の複合 Poissonの場合にXを擬似生

成してみる．

dXt = (sinXt −Xt) dt+ 2dwt − dJt

## Example 4: Diffusion with compound Poisson jumps
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000
jump <- "-1"

mod.dcppj <- setModel(drift=c("sin(x)-theta*x"), diffusion="sigma", jump.coeff=jump,
measure=list(intensity="lambda",df=list("dgamma(z,3,3)")),
measure.type="CP",solve.variable="x")

samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
dcppj <- setYuima(model=mod.dcppj, sampling=samp)

param <- list(lambda = 10, theta = 1, sigma = 2)

X.dcppj <- simulate(dcppj, xinit=0, true.parameter=param)
plot(X.dcppj, col="blue", main="Diffusion with compound Poisson jumps")
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2.3 幾何Lévy過程

X を Lévy過程 (1.3)とする．SDE

dYt = Yt−dXt, Y0 = 1, (2.2)

の解は幾何 Lévy過程とよばれ，幾何 Brown運動の一つの拡張になっている．(2.2)は陽な解

Yt = exp
(
Xt − b

2
t

) ∏
0<s≤t

(1 + ∆Xs)e−∆Xs

を持つことが，伊藤の公式を用いて確認できる [1, Section 5.1]．
解のジャンプ変動の部分

∏
0<s≤t(1 + ∆Xs)e−∆Xs に注意する．これはXのジャンプが固定期間

上で可算無限回ある場合だと直接生成は困難である．ここではとくにX が複合 Poissonでない場
合において，SDE(2.2)へ直接 Euler-丸山法を適用して擬似生成する．

## Example 5: Geometric NIG-Levy process
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000
drift <- "x"
diff <- "x"
jump <- "x"

mod.gnig <- setModel(drift = drift, diffusion=diff, jump.coeff = jump,
solve.variable = "x",
state.variable = "x", measure.type = "code",
measure = list(df="rNIG(z,3,0,3,0)"))
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samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
gnig <- setYuima(model=mod.gnig, sampling=samp)

X.gnig <- simulate(gnig, xinit=1)
plot(X.gnig, col="blue", main="Geometric NIG-Levy process")
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2.4 無限分散 SDE

安定 Lévy過程で駆動される場合にはX の微小時間増分は無限分散安定分布で近似される．安

定指数パラメータ αは裾の厚さと同時に微小ジャンプの頻度を制御する．αが 1.5くらいに大きく
なると結構拡散過程っぽくギザギザにみえてくるが，たまに突然大きなジャンプが生じる．

dXt = − Xt√
1 +X2

t

dt+ dJt, J1 ∼ Stable(1.3, 0, 1, 0)

## Example 6: Non-linear stable-Levy SDE
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000

drift <- "-x/sqrt(1+x^2)"
jump <- "1"

mod.st <- setModel(drift = drift, diffusion="0", jump.coeff = jump,
solve.variable = "x",

state.variable = "x", measure.type = "code",
measure = list(df="rstable(z,1.3,0,1,0)"))

samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
st <- setYuima(model=mod.st, sampling=samp)
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X.st <- simulate(st, xinit=0)
plot(X.st, col="blue", main="Stable-Levy SDE")
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2.5 2次元非線形係数の例

X が 2次元になると係数関数がベクトル値・行列値になるが擬似生成の原理は本質的に同じで
ある．YUIMAの乱数生成関数 rngは，NIG-Lévy過程ほか数種類の多次元 Lévy過程の擬似生成
が可能である．

d

(
X1

t

X2
t

)
=

 −2X1
t

0.3X1
t − 1/

√
1 + (X2

t )2

 dt+

1/
√

1 + (X1
t )2 −0.5

0 1

 dJt

この例では，J としてNIG-Lévy過程の 2次元版を用いている．

## Example 7: 2-dim. NIG SDE
set.seed(123)

T <- 1
n <- 1000

x0 <- c(0,0)
beta <- c(0.5,-0.3)
mu <- c(0,0)
delta0 <- 1
alpha <- 5
Lambda <- matrix(c(1,0,0,1),2,2)

jump <- matrix(c("1/sqrt(x1^2+1)","0","-0.5","1"),2,2)

mod.nigsde2 <- setModel(drift=c("-2*x1","0.3*x1-1/sqrt(1+x2^2)"), xinit=x0,
solve.variable=c("x1","x2"),
jump.coeff=jump, measure.type="code",
measure=list(df="rNIG(z,alpha,beta,delta0,mu,Lambda)"))
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samp <- setSampling(Terminal=T, n=n)
nigsde2 <- setYuima(model=mod.nigsde2, sampling=samp)

X.nigsde2 <- simulate(nigsde2, true.par=list(alpha=alpha, beta=beta, delta0=delta0,
mu=mu, Lambda=Lambda))

plot(X.nigsde2, col="blue", main="2-dimensional NIG-SDE")
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A 補遺

A.1 サンプルパスのLévy-伊藤分解 (1.3)について

Wiener過程のサンプルパスは連続であるが，一般の Lévy過程は，任意の時点で右連続かつ左
極限を持つ（このときX のサンプルパスは càdlàgであるという）．純粋ジャンプ型 Lévy過程と
はWiener部分を持たない，したがってジャンプのみで変動する Lévy過程のことであり，(1.3)の
J がこれに相当する．ここでは J の実体についてもうすこし形式的に触れておく．

事象Aの指示関数 IA(ω)を I(A)で，また時点 tでのX のジャンプサイズを

∆Xt = Xt −Xt−

(
Xt− := lim

s↑t
Xs

)
であらわす．Xの大きいジャンプおよび小さいジャンプによる変動部分をそれぞれ以下で定義する：

XJ,l
t =

∑
0<s≤t

∆XsI(|∆Xs| > 1),

XJ,s
t = lim

ϵ↓0

 ∑
0<s≤t

∆XsI (ϵ ≤ |∆Xs| ≤ 1)) − E

 ∑
0<s≤t

∆XsI (ϵ ≤ |∆Xs| ≤ 1))

 .
後者は tについて任意の有界時間区間上で一様に（確率 1で）収束する．一見して奇妙に思える形
であるが，微小ジャンプが有界期間上で可算無限回生じ得るため，平均で中心化しないと一般に
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XJ,s
t の表現にある和は収束しない．収束のモードは異なるが，平均 0に補正されて初めて非自明
な極限が生じる中心極限定理と事情は似ている．

XJ,lとXJ,sでXの全ジャンプは尽くされる．XからXJ,l +XJ,sを除去したものは連続なサン

プルパスを持つ Lévy過程であって，それは (1.3)の右辺第 1項と 2項の和の形に等しい：

Xt =
{
Xt − (XJ,l

t +XJ,s
t )

}
+ (XJ,l

t +XJ,s
t )

= at+
√
bwt + (XJ,l

t +XJ,s
t ).

つまりXJ,l +XJ,sが (1.3)の J の実体である．その分布は非常に複雑になり得る [9], [7]．

A.2 微小ジャンプ変動のWiener過程（正規）近似

複合 Poisson過程でない純粋ジャンプ部分を効率よく擬似生成するのは一般に難しいため，複
数の近似的手段が研究されてきた．その中で，微小ジャンプによる非正規変動を適当にスケーリ

ングし，ϵ → 0として正規分布で近似する方法がある [2], [3]．残った大きい（サイズが ϵ以上の）

ジャンプ部分の処理や計算コストを念頭に置いた誤差評価水準の設定など，検討すべき実用上の

問題点は依然残っている．

A.3 確率積分と伊藤の公式

X を Lévy過程とする．適当な条件を満たす確率過程 Y のX に関する和の確率収束極限∫ t

0
Ys−dXs := lim

n→∞

n∑
j=1

Y(j−1)t/n

(
Xjt/n −X(j−1)t/n

)
は確率（伊藤）積分とよばれる．Wiener過程に関する確率積分のときのようにX が無限変動だ

と，これはRiemann-Stieltjes積分の意味では定まらない．とくに Y が非ランダムな関数の場合の

確率積分
∫
Y−dX は Lévy積分とよばれ，独立増分性を持つ（一般に定常増分ではない）．

Lévy過程 (1.3)の連続部分の二次変動は

⟨Xc⟩t := lim
n→∞

n∑
j=1

(
Xjt/n −X(j−1)t/n

)2
−

∑
0<s≤t

(∆Xs)2 = bt

となる．任意の C2-関数 f に対して，確率過程 t 7→ f(Xt)の時間発展を記述する伊藤の公式は以
下で与えられる：

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0
f ′(Xs−)dXs + 1

2

∫ t

0
f ′′(Xs−)d⟨Xc⟩s

+
∑

0<s≤t

{
f(Xs) − f(Xs−) − f ′(Xs−)∆Xs

}
(A.1)

= f(0) +
∫ t

0

(
af ′(Xs−) + b

2
f ′′(Xs−)

)
ds

+
√
b

∫ t

0
f ′(Xs−)dws +

∫ t

0
f ′(Xs−)dJs

+
∑

0<s≤t

{
f(Xs− + ∆Js) − f(Xs−) − f ′(Xs−)∆Js

}
. (A.2)
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ここで右辺の最後の和は tについて [0, t]上一様に絶対収束する．ジャンプ項を持つ伊藤の公式
(A.2)は Lévy過程やそれから派生する様々な確率過程モデルの解析において不可欠な道具である．
とくにX がWiener過程であれば J は恒等的に 0だから (A.2)の第 4, 5項目は消える．なお，公
式 (A.1)の形は，X がより広範な右連続セミマルチンゲールの場合にも成り立つ．

以上の詳細については，例えば [1]とその参考文献をみよ．

A.4 エルゴード性

SDE (2.1)の係数関数 a, b, cおよび J に関する適当な条件のもとで，(2.1)が実際に解を持つと
いうことだけではなく，周辺分布Xtの分布の裾の厚さ，また短期・長期記憶性など，Xの様々な

特徴を制御可能である．とくに，Xtの t → ∞での弱収束極限 π(dx)が存在してエルゴード定理

1
T

∫ T

0
g(Xt)dt →

∫
g(x)π(dx), T → ∞

が成り立つための十分条件はかなり整備されてきている．J により，局所的な（微小時間遷移にお

ける）非正規性を幅広く表現できるが，拡散過程の場合のような係数と不変分布の間に成り立つ

一般的な関係式は存在しない（例外として Lévy-Ornstein-Uhlenbeck過程がある）．

SDE(2.1)のエルゴード性・ミキシング性については [5]とその参考文献を参照されたい．
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