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はじめに

データ xn = (x1, x2, . . . , xn)

適当な候補モデルを想定し, 候補モデルの中からデータ xn を生成したモデ
ルを表すために最も適したモデルを見つけたい

⇒ モデルの推定: fi,n(x, θ̂i,n) (θ̂i,n: 最尤推定量)

⇒ モデル fi,n(x, θ̂i,n) のよさを評価する基準が必要: 情報量規準
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赤池情報量規準 AIC

xn
モデルの推定−−−−−−→ fi,n(x, θ̂i,n)

赤池情報量規準 (AIC): モデルの評価を予測の観点から捉える

⇒ 将来真のモデルから獲得したデータ z の従う真のモデル gn(z)

を fi,n(z, θ̂i,n) で予測したときの平均的なよさ (悪さ)を評価

Kullback-Leibler 情報量 (K-L 情報量): 分布の近さを測る尺度

KL(gn; fi,n) = EZ

(
log

gn(Z)

fi,n(Z, θ̂i,n)

)
= EZ{log gn(Z)} − EZ{log fi,n(Z, θ̂i,n)}

▶ 性質: 「KL(gn; fi,n) ≥ 0」, 「KL(gn; fi,n) = 0 ⇔ gn = fi,n」

⇒ EZ{log fi,n(Z, θ̂i,n)} の有効な推定量の導出
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nEZ{log fi,n(Z, θ̂i,n)}
推定値←−−→ Hi,n(θ̂i,n) =

n∑
j=1

log fi,n(xj, θ̂i,n)

⇒ 各候補モデルの Hi,n(θ̂i,n) の比較で十分? · · · NO

↑

Hi,n(θ̂i,n) は nEZ{log fi,n(Z, θ̂i,n)} の推定量としてバイアスを持つ

⇒ バイアスの補正が必要:

EXn

[
Hi,n(θ̂i,n)− nEZ

{
log fi,n(Z, θ̂i,n)

}]
≈ pi

⇒ AIC の導出:

AIC(i)
n = −2Hi,n(θ̂i,n) + 2pi, i = 1, . . . ,K

▶ 各候補モデルごとに AIC を計算し, 最小の値をとるモデルを選択

江口 翔一 (阪大 MMDS) YUIMA におけるモデル選択 2018. 12. 2. 6 / 30



Bayes情報量規準 BIC

Bayes情報量規準 (BIC): モデルの評価をモデルの事後確率から捉える

データ xn に対する候補モデルMi の事後確率: i = 1, . . . ,K

P(Mi|xn) =
hi,n(xn)pi

K∑
i=1

hi,n(xn)pi

· · · データ xn が得られたとき, それがモデル Mi から生起するものである確率
⇒ 確率が最大となるモデルを選択

▶ hi,n(xn): データ xn に対するモデル Mi の周辺尤度

hi,n(xn) =

∫
Θi

exp {Hi,n(θi)}πi,n(θi)dθi

▶ πi,n(θi): パラメータ θi の事前分布, pi: モデル Mi の生起確率
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事後確率: i = 1, . . . ,K

P(Mi|xn) =
hi,n(xn)pi

K∑
i=1

hi,n(xn)pi

▶ 事後確率の最大化 ⇒ 分子の最大化 (分母は全てのモデルで共通)

⇓ (p1 = · · · = pK)

モデルの周辺尤度 hi,n の最大化

⇓

対数周辺尤度 log hi,n を使いやすい形で表現

⇒ BIC の導出:

BIC(i)
n = −2Hi,n(θ̂i,n) + pi logn, i = 1, . . . ,K

▶ 各候補モデルごとに BIC を計算し, 最小の値をとるモデルを選択
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モデル設定: 確率微分方程式モデル

データ: Xn = (Xtj )
n
j=0

– tj = jhn

– Tn = nhn → ∞, nh2
n → 0

候補モデルMk,ℓ (k ≤ K, ℓ ≤ L):

dXt = ak(Xt, αk)dt + bℓ(Xt, βℓ)dwt, t ∈ [0, Tn]

▶ 候補ドリフト項: a1(Xt, α1), . . . , aK(Xt, αK) · · · 選択の対象

▶ 候補拡散項: b1(Xt, β1), . . . , bL(Xt, βL) · · · 選択の対象

▶ パラメータ: θk,ℓ = (αk, βℓ) · · · 推定の対象

▶ w: 標準Wiener過程
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確率微分方程式モデルにおける情報量規準: 同時

dXt = a(Xt, α)dt + b(Xt, β)dwt

L(Xtj |Xtj−1
) ≈ N

(
Xtj−1

+ hnaj−1(α), hnSj−1(β)
)

Hn(θ) =

n∑
j=1

logϕ
(
Xtj ;Xtj−1

+ hnaj−1(α), hnSj−1(β)
)

▶ fj−1(·) = f(Xtj−1
, ·), Sj−1(β) = bj−1b

⊤
j−1(β)

▶ θ = (α, β) ∈ Rpα × Rpβ , θ̂n ∈ argmaxθ Hn(θ)

CIC (Uchida(2010)) : AIC型情報量規準
CICn = −2Hn(θ̂n) + 2(pα + pβ)

quasi-BIC and BIC (E and Masuda(2018)) : BIC型情報量規準
QBICn = −2Hn(θ̂n) + log

∣∣∣−∂2
αHn(θ̂n)

∣∣∣ + log
∣∣∣−∂2

βHn(θ̂n)
∣∣∣

BICn = −2Hn(θ̂n) + pα log Tn + pβ logn
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確率微分方程式モデルにおける情報量規準: 二段階
候補モデル Mk,ℓ (k ≤ K, ℓ ≤ L):

dXt = ak(Xt, αk)dt + bℓ(Xt, βℓ)dwt

(i) αを含まない (補助)対数尤度関数 H(ℓ)
1,n(βℓ)を用いて拡散項を選択:

QBIC(k)
n = −2H(k)

1,n(β̂ℓ,n) + log
∣∣ − ∂2

βℓ
H(ℓ)

1,n(β̂ℓ,n)
∣∣

{ℓ∗n} = argmin
1≤ℓ≤L

QBIC(ℓ)
n

(ii) ドリフト項を選択: dXt = ak(Xt, αk)dt + bℓ∗n(Xt, β̂ℓ∗n,n)dwt

QBIC(k|ℓ∗n)
n = −2H(k,ℓ∗n)

n

(
α̂k,n, β̂ℓ∗n,nbig)

+ log
∣∣ − ∂2

βℓ
H(k∗

n,ℓ)
n

(
α̂k,n, β̂ℓ∗n,n

)∣∣
{k∗

n} = argmin
1≤k≤K

QBIC(k|ℓ∗n)
n

※ BICについても同様の二段階選択が可能
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yuima object

候補モデルごとに yuima object を生成 (生成例は次のスライド)

▶ モデルの各項 (拡散項 aやドリフト項 b), データ数 nなどの情報を持つ

yuima object はパラメータの推定やデータ生成ための関数に利用可能
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生成例

dXt = α1Xtdt +
√

β1dwt, t ∈ [0, Tn]

n = 1000 : データ数, Tn = n1/3
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関数 “IC”

IC <- function(yuima, data, start, lower, upper,

joint = FALSE, rcpp = FALSE)

yuima: モデルの設定 (yuima object)

data: データセット (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtn)

start, lower, upper: パラメータの推定のための名前付きリスト

joint: パラメータの推定を同時に行うか, または二段階で行うか

rcpp: C++ code を使用するか否か
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返り値
パラメータの推定量 ($par)

情報量規準 QBIC, BIC, CIC の値 ($QBIC, $BIC, $CIC)
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注意

変数 start, lower, upper について:

モデルに含まれているパラメータ全てに関する設定が必須

QBIC の計算について:

det
(
−∂2

αHn(θ̂n)
)
≤ 0 または det

(
−∂2

βHn(θ̂n)
)
≤ 0

⇒ QBIC は BIC と同じ値をとる (QBICn = BICn)
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実行例: 一次元データ

真のモデル:

dXt = −Xtdt + exp

{
1

2
(−2 sinXt + 1)

}
dwt, X0 = 1

▶ n = 1000, Tn = n1/3

候補モデル:

Model 1 : dXt = α1Xtdt + exp

{
1

2
(β1 sinXt + β2)

}
dwt

Model 2 : dXt = α1Xtdt + exp

{
1

2
(β1 sinXt)

}
dwt

真のパラメータ: (α1,0, β1,0, β2,0) = (−1,−2, 1)
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yuima object生成:

Model 1:

Model 2:
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パラメータ設定 (α1, β1, β2):

“IC” の使用:

Model 1:

Model 2:
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計算結果比較

Model 1: Model 2:


(Model 1の BIC) < (Model 2の BIC)

(Model 1の QBIC) < (Model 2の QBIC)

(Model 1の CIC) < (Model 2の CIC)
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実行例: 多次元データ

d

(
X1,t

X2,t

)
=

(
−2X1,t

−X2,t

)
dt +

(
−X1,t + 2 −1

1 −X1,t + 2

)
d

(
w1,t

w2,t

)

X0 = (1, 1)′

n = 2000, Tn = n1/3

真のパラメータ: (α1,0, α2,0, β1,0, β2,0, β3,0) = (−2,−1,−1, 0, 2)

候補モデル:

d

(
X1,t

X2,t

)
=

(
α1X1,t

α2X2,t

)
dt +

(
b(Xt, β) −1

1 b(Xt, β)

)
d

(
w1,t

w2,t

)

Model 1 :b(Xt, β) = β1Xt,1 + β2Xt,2 + β3;

Model 2 :b(Xt, β) = β1Xt,1 + β2Xt,2;

Model 3 :b(Xt, β) = β1Xt,1 + β3; Model 4 :b(Xt, β) = β2Xt,2 + β3;

Model 5 :b(Xt, β) = β1Xt,1; Model 6 :b(Xt, β) = β2Xt,2;

Model 7 :b(Xt, β) = β3;
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拡散項 (行列)

(
−X1,t + 2 −1

1 −X1,t + 2

)
:

ドリフト項 (ベクトル)

(
−2X1,t

−X2,t

)
:

yuima object:
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データ生成:

t

X
t
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候補モデルの yuima object:

パラメータの設定:　
最もパラメータが多い候補モデルに合わせて設定する
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“IC”” の使用:

“IC”” の使用 & 結果をまとめる (例):
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min BIC
min QBIC
min CIC

真のパラメータ: (α1,0, α2,0, β1,0, β2,0, β3,0) = (−2,−1,−1, 0, 2)
β1 β2 β3 α1 α2 BIC QBIC CIC

Model 1 -1.058 0.002 2.018 -1.770 -0.875 -4182.261 -4184.882 -4200.131
Model 2 -0.807 1.363 – -1.974 -0.550 -2153.153 -2158.122 -2165.422
Model 3 -1.059 – 2.020 -1.770 -0.874 -4189.855 -4192.581 -4202.124
Model 4 – 0.060 1.733 -2.336 -1.060 -3230.451 -3232.794 -3242.720
Model 5 -2.200 – – -1.851 -1.434 -892.192 -896.013 -898.860
Model 6 – -1.458 – -1.556 -0.398 -2134.724 -2137.536 -2141.392
Model 7 – – -1.772 -2.362 -1.046 -3228.230 -3230.866 -3234.898
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