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この資料は発表後に差し替えたものです．変更点：「オギュラ」→「Stein型」．

概 要
本研究では，多次元の確率変数ベクトルを 1次元の総合指数にまとめる方法を考察す

る．ただし，総合指数の形は各変数の単調変換の和で与えられるものに限定する．Stein
の等式に類似した条件から，一意的な総合指数が得られることを示す．その証明には，
最適輸送理論におけるエントロピー汎関数最大化のアイデアが使われる．
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1 主結果
dを正の整数とする．Rd上の確率測度 µで次の性質を満たすもの全体を P2 = P2(Rd)と

おく：各 1 ≤ i ≤ dに対し周辺分布 µiが絶対連続で，
∫

xidµi = 0かつ
∫

x2
i dµi < ∞が成り

立つ．同時分布ではなく周辺分布に対して絶対連続性を課している点に注意しよう．

定義 1. µ ∈ P2とする．有界な導関数 f ′を持つ任意の微分可能関数 f : R → Rに対して

∫
f(xi)

 d∑
j=1

xj

 dµ =
∫

f ′(xi)dµ, i = 1, . . . , d, (1)

が成り立つとき，µを Stein型分布と呼ぶことにする．

もし d = 1ならば式 (1)は Steinの等式
∫

f(x1)x1dµ =
∫

f ′(x1)dµである [8]．よって 1

次元の Stein型分布は標準正規分布 dµ = (2π)−1/2e−x2
1/2dx1しかない．同様に，µが独立分

布の場合，Stein型分布は標準正規分布の直積に限られる．我々は独立でない場合に興味が
ある．

例 1. W ∼ N(0, 1), E[Ui] = 0, E[U2
i ] < ∞, かつ (U1, . . . , Ud−1)⊥⊥W を満たす確率変数

W,U1, . . . , Ud−1を考える．また Ud = −
∑d−1

j=1 Uj とおく．このとき

Xi =
W√

d
+ Ui, i = 1, . . . , d,

とおけば，X1, . . . , Xdは Stein型分布に従う．実際，

E[f(Xi)
∑

j

Xj ] = E[f(W/
√

d + Ui)
√

dW ] = E[f ′(W/
√

d + Ui)] = E[f ′(Xi)]

となる．2つ目の等号は 1変量正規分布に対する Steinの等式による．W,U1, . . . , Ud−1 が
多変量正規分布にしたがう場合は [7]の Theorem 5で考えられている．一方，例えば U1 =

· · · = Ud = 0とすると，分布は対角線上に退化するが，それでも等式 (1)は満たされる．
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分布 µの写像 T による押し出し T]µを，(T]µ)(A) = µ(T−1(A))によって定義する．
与えられた µ ∈ P2に対し，座標ごとの変数変換

T (x) = (T1(x1), . . . , Td(xd)), x ∈ Rd,

で，各 Ti : R → Rが単調非減少かつ T]µ ∈ P2となるような T の全体を Tcw(µ)と表す1．

定義 2. µ ∈ P2とする．ある変換 T ∈ Tcw(µ)によって T]µが Stein型分布となるとき，T

を Stein型変換という．

µの Stein型変換 T は，存在するならば，µ-a.e. の意味で一意的であることが示される．
問題は存在性である．そのために次の概念を導入する．

定義 3. µ ∈ P2が共正値 (copositive) であるとは，µによって定まる量

β(µ) = inf
T∈Tcw(µ)

∫
(
∑

i Ti)2dµ∑
i

∫
T 2

i dµ

が正になることとする．

例えば µが独立分布の場合は
∫

(
∑

i Ti)2dµ =
∑

i

∫
T 2

i dµとなり，したがって β(µ) = 1と
なる．一方，d = 2で µ({x | x1 + x2 = 0}) = 1の場合，

∫
(x1 + x2)2dµ = 0なので β(µ) = 0

となる．もし µにコピュラ密度が存在して [0, 1]d全域で正であり，かつ全ての 2次元周辺コ
ピュラ密度が 2乗可積分ならば共正値であることが示される（これは d = 2の場合は [6]で
示されている）．特に，退化していない多変量正規分布は共正値である．
次が本稿の主定理である．

定理 1. µ ∈ P2が共正値ならば，Stein型変換 T ∈ Tcw(µ)が一意的に存在する．

与えられた同時確率分布に対する座標ごとの単調非減少変換としては，コピュラ変換がよ
く知られている．コピュラ変換とは Ti]µiが一様分布となるような変換であり，µiが atom

を持たない限り一意に存在する（Sklarの定理；例えば [4]）．上の定理は，共正値性の条件
のもとでは，Stein型分布がコピュラの代替となり得ることを示唆している．

2 応用：客観的総合指数
定理 1の応用例を見る．確率変数X1, . . . , Xdが与えられており，その分布 µは P2に属

すと仮定する．特に E[Xi] = 0, E[X2
i ] < ∞である．これらの確率変数は，例えばある大学

の学生の d個の科目の成績を表す確率変数と思えば良い．本節で考えたいのは，これらの科
目の総合点（総合指数）をどう決めるか，という問題である．

Marshall & Olkin の定理 [2]より，共分散行列 Sij =
∫

xixjdµが非退化ならば，
d∑

j=1

wiSijwj = 1, i = 1, . . . , d, (2)

1cwは coordinate-wiseの略である．また Tcw(µ)は実際には周辺分布 µ1, . . . , µd のみから定まる．
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を満たすような正の実数w1, . . . , wdが一意に存在する．[7]では，このw1, . . . , wdを用いて

G =
d∑

i=1

wiXi

とおき，客観的総合指数 (objective general index; OGI) と呼んだ．OGIは，式 (2)より全
てのXiと正の相関を持つ．その意味で公平な総合指数となっている．
ところで，Ti(xi) = wixiとおき，ν = T]µとおくと，式 (2)は次のように書き換えること

ができる： ∫
xi

d∑
j=1

xjdν = 1.

これは Stein型分布の定義式 (1)で f(x) = xと置いた場合に他ならない．そこで次の定義を
考えることは自然である．

定義 4. (X1, . . . , Xd) ∼ µ ∈ P2とし，µには Stein型変換 T が存在すると仮定する．この
ときG =

∑d
i=1 Ti(Xi)を関数OGI (functional OGI) と呼ぶ．

Yi = Ti(Xi)とおけば，Stein型分布の条件より，任意の単調増加関数 f に対して f(Yi)と
G =

∑d
j=1 Yj は正の共分散を持つ．この意味で関数 OGIは公平な総合指数になっている．

なお上記の関数OGIの定義は，[7]で発見的に導いた定義と一致する．

3 最適化問題への書き換え
定理 1はエントロピー最大化に関係しており，さらに最適輸送理論（例えば [5]や [9]）の

観点からも綺麗な構造を持っている．これらを説明しよう．
負の周辺エントロピーに「対角方向の 2次モーメント」を加えたエネルギー汎関数を

E(µ) =
d∑

i=1

∫
dµi

dxi
log
(

dµi

dxi

)
dxi +

1
2

∫ ( d∑
i=1

xi

)2

dµ, µ ∈ P2,

と定義する．条件
∫

x2
i dµi < ∞とKLダイバージェンスの性質から E(µ) > −∞が言える．

そして，与えられた µに対して次の最小化問題を考える：

Minimize E(T]µ) subject to T ∈ Tcw(µ). (3)

この最小化問題は，「対角方向の 2次モーメント」を一定値に固定した下で，T]µのエントロ
ピーを最大化する問題と本質的には等価である．
式 (3)は狭義凸関数を目的関数とする凸最適化問題になっており，最小解が存在するなら

ばそれは一意である．この凸性は最適輸送理論では (generalized) displacement convexityと
呼ばれるものである [3, 1]．ところが d ≥ 2のとき E は定義域 P2全体では下に有界でない
ため，制約が加わった式 (3)に最適解が存在するかどうかは自明ではない．
さて式 (3)の停留条件を考えることにより，次の定理を得る．
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定理 2. µ ∈ P2とし，T ∈ Tcw(µ)とする．このとき次の 2つの条件は同値である．

(i) T]µは Stein型である．
(ii) T]µは dom E = {ν | E(ν) < ∞}に属し，かつ式 (3)の最適解である．

定理 2は，変数変換の微分可能性などの議論を除けば，変分法によって比較的容易に導か
れる．非自明なのは，µの共正値性のもとで式 (3)の最小化問題には解が存在することであ
り，これを示すことによって定理 1が証明される．
以上のように問題を確率分布の空間上の最適化問題に書き換える利点の一つは，確率分布

の弱収束に関する諸定理を使える点である．実際，定理 1の証明でもこの利点が使われる．

4 今後の課題
本稿では Stein型分布の応用や Stein型変換の存在性について議論したが，その統計モデ

ルについては扱わなかった．例 1の Stein型分布は，密度の形が陽に得られる，現状ではほ
ぼ唯一のクラスであり，統計モデルの候補になり得る．
また，裾従属性を持つコピュラについては，それが共正値かどうかがまだ不明である．
最後に Stein型分布に関する予想を述べて本稿を締めくくる．

予想 1. 任意の Stein型分布に対し，その周辺分布のサポートは R全域である．
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